Modelo matemático para la fiebre del dengue by Villafuerte Maturrano, Katherine Iris
 UNIVERSIDAD NACIONAL MAYOR DE SAN MARCOS 
FACULTAD DE CIENCIAS MATEMÁTICAS 
EAP. DE COMPUTACIÓN CIENTÍFICA 
 
 













Lima - Perú  
2016 
Resumen
Los modelos epidemiolo´gicos son un marco formal para transmitir ideas acerca de los com-
ponentes de una interaccio´n hue´sped - para´sito y puede actuar como una herramienta para
predecir, entender y desarrollar estrategias para controlar la propagacio´n de enfermedades
infecciosas, ayudando a comprender el comportamiento del sistema en diversas condiciones.
Se procedera´ en tomar diferentes aspectos de la enfermedad como entradas mediante el
modelo SIR(Susceptible - Infectado - Recuperado) y realizar predicciones sobre el nu´mero
de personas infectadas y susceptibles con el tiempo como resultados.
La aparicio´n del dengue en el Peru´ esta´ relacionada a la reintroduccio´n del vector Aedes
aegypti, el cual, luego de su eliminacio´n en 1958 se reintrodujo en nuestro pa´ıs en el an˜o
1984.
Actualmente, el Aedes aegypti esta´ presente en 17 de los 24 departamentos y se declaro´ en
emergencia 14 de ellos debido a la proliferacio´n de casos del dengue, esta situacio´n evidencia
el riesgo potencial de ocurrencia de brotes y epidemias, considerando que los detonantes para
la transmisio´n del dengue persisten (Incremento de la temperatura, presencia de espejos de
agua, almacenamiento de agua de manera inadecuada en recipentes caseros, entre otros).
Palabras clave: Dengue; Aedes aegypti; Modelos epidemiolo´gicos; Modelo SIR.
Abstract
Epidemiological models are a formal framework to convey ideas about components of a
human interaction and can act as a tool for predict, understand and develop strategies to
control the spread of diseases infectious, helping to understand the behavior of the system
under various conditions.
Different aspects of the disease should be taken as inputs through the SIR model (Suscepti-
ble - Infected - Recovered) and make predictions about the number of people infected and
susceptible over time as results.
The appearance of dengue in Peru is related to the reintroduction of the Aedes vector Ae-
gypti, which, after its elimination in 1958, was reintroduced in our country in the year 1984.
At present, Aedes aegypti is present in 17 of the 24 departments and is declared or 14 due to
the proliferation of dengue cases, this situation the potential risk of occurrence of outbreaks
and epidemics, considering that the triggers for transmission of dengue persist (increase in
temperature, presence of water, improper storage of water in home containers, among others).
Key words: Dengue; Aedes aegypti; Epidemiological models; SIR model.
2
CAPITULO 1: Introduccio´n
Durante las u´ltimas dos de´cadas la humanidad se ha visto afectada por el alarmente crec-
imiento de las enfermedades infecciosas. Podemos definir enfermedad como el conjunto de
alteraciones, tanto morfo´logicas como funcionales, originadas por la accio´n de un agente so-
bre un organismo vulnerable y por la reaccio´n en contra de e´ste. Con el pasar del tiempo, las
enfermedades infecciosas han causado prematuras muertes a larga proporcio´n de la poblacio´n
humana.
El proposito de los modelos epidemiolo´gicos es tomar diferentes aspectos de la enfermedad
como entradas y realizar predicciones sobre el nu´mero de personas infectadas y susceptibles
con el tiempo como resultados. En el siglo XX, Los modelos matemaa´ticos fueron intro-
ducidos dentro de la epidemolog´ıa de las enfermedades infecciosas,y una serie de modelos
deterministicos como SI(Susceptible - Infectado), SIS(Susceptible - Infectado - Susceptible)
y SIR(Susceptible - Infectado - Recuperado).
El dengue es una enfermedad causada por un virus que se transmite a trave´s de la picadura
de un mosquito perteneciente al ge´nero Aedes, principalmente el Aedes aegypti, es la enfer-
medad transmitida por mosquito de ma´s ra´pida propagacio´n en el mundo. En los u´ltimos
50 an˜os, su incidencia ha aumentado 30 veces con la creciente expansio´n geogra´fica hacia
nuevos pa´ıses y anualmente ocurre un estimado de 50 millones de infecciones por dengue.
Este trabajo es considerado de vital importancia, ya que puede aportar informacio´n sufi-
ciente acerca de una enfermedad epide´mica que afecta a miles de persona en distintas partes
del mundo, y determinar en que´ riesgo se encuentra la poblacio´n y de esa manera poder
detener el avance de la enfermedad.
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1.1: Situacio´n Problema´tica
El dengue es un problema que viene en aumento para la salud pu´blica en las a´reas tropicales
del mundo, es en la actualidad la enfermedad viral transmitida por mosquitos ma´s impor-
tante que afecta a los seres humanos.
En el an˜o 1990 en el Peru´ ocurrio´ una explosiva epidemia de dengue cla´sico por DENV-1
en las principales ciudades de nuestra Amazon´ıa y, en la actualidad, casi todas las a´reas del
pa´ıs con presencia de Aedes aegypti presentan casos de dengue y la circulacio´n de cuatro
serotipos de dengue.
La presentacio´n de casos graves y fatales en nuestro pa´ıs tiene una relacio´n con el ingreso
de un nuevo linaje del DENV-2 genotipo americano asia´tico a finales del 2010, que produjo
una epidemia que tuvo gran impacto en la demanda de servicios de salud.
1.2: Formulacio´n del Problema
Es importante tener en cuenta que el dengue es una enfermedad que puede afectar a personas
de nuestra regio´n, ante todo a las que habitan en zonas tropicales.
Es por ello que la idea general radica en informarse e informar a las personas sobre esta en-
fermedad que es propia de personas que habitan en zonas ca´lidas tropicales y de pa´ıses como
el nuestro. En el cual nos podemos ver afectados debido a la facilidad para transportarnos
hacia zonas costeras o selva´ticas haciendonos blanco fa´cil de este virus; ya que si no se de-
termina correctamente la forma de tratarla es una peligrosa enfermedad que tiene diversas
formas cl´ınicas desde cuadros indiferenciados, asintoma´ticos hasta formas graves que llevan
a shock y fallas en o´rganos vitales que podr´ıa causar la muerte.
1.3: Objetivos
1.3.1: Objetivo General
Identificar el nivel de conocimientos y las pra´cticas con modelos matema´ticos para conocer el
comportamiento de la enfermedad de la fiebre del dengue, con el fin de realizar predicciones
en una poblacio´n, para establecer las estrategias de evitar o erradicar esta enfermedad.
1.3.2: Objetivos Especificos
• Definir la enfermedad de la fiebre del dengue en una poblacio´n y poder estudiar el
comportamiento con el uso de modelos matema´ticos.
• Realizar simulaciones en matlab del comportamiento de la fiebre del dengue en tiempo
determinado, mediante la aplicacio´n del me´todo de runge kutta.
• Considerar los modelos matema´ticos como una herramienta para la toma de de deci-
siones en las instituciones de salud pu´blica.
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CAPITULO 2: Marco Teo´rico
2.1: Antecedentes de investigacio´n
Aunque la etimolog´ıa de la palabra ”dengue” no esta´ clara, una teor´ıa sugiere que el te´rmino
se deriva de una frase swahili que atribuye la enfermedad a los esp´ıritus malignos.
Conocido como una enfermedad humana, se cree que el dengue ha evolucionado como un
para´sito de primates subhumanos en el sudeste de Asia, ya que a medida que el mosquito
Aedes aegypti se disemina de A´frica, acompan˜ando el movimiento humano, el virus adquirio´
un vector de contagio en los centros urbanos en desarrollo.
El primer caso del dengue data del tercer siglo, cuando una enciclopedia china de los s´ıntomas
de la enfermedad y los remedios fue publicado por primera vez durante la dinast´ıa China
(265 a 420 dC), describiendo la asociacio´n entre una enfermedad conocida como ”el veneno
del agua” y el agua-dependiente.
Durante la Segunda Guerra Mundial en el combate del Pac´ıfico el terreno proporciono´ una
pandemia mundial de dengue, las infecciones comunes en combatientes de ambos lados de la
Guerra del Pac´ıfico, se extendio´ a Hawai, Japo´n y las Islas del Pac´ıfico.
En la de´cada de 1970, el dengue se extendio´ hacia el oeste desde el sudeste de Asia a la
India, Pakista´n y Maldivas; y hacia el este a China. Entretanto, los esfuerzos intensivos de
erradicacio´n del Aedes aegypti en Ame´rica Central y del Sur Prevenir tuvieron e´xito por un
tiempo ya que los brotes epide´micos reaparecieron cuando la inestabilidad en la regio´n llevo´
al abandono de estos.
La urbanizacio´n, el saneamiento deficiente en las zonas recientemente urbanizadas, los viajes
esta´n todos implicados en la ra´pida propagacio´n del dengue. Se estima que 2.500 millones
de las personas esta´n en riesgo, con ma´s de 50 millones de casos por an˜o en todo el mundo.
2.2: Bases Teo´ricas
Se comprueba la Existencia y Unicidad del sistema mediante el siguiente Lema
y Teorema:
LEMA:




continuas en Rn+∀j, k = 1, 2, ..., n. Entonces, F es localmente lipschitz
continua en Rn+.
TEOREMA:
Sea F : R3+ −→ R3+ localmente lipschitz continua para cada j = 1, 2, 3 y satisface Fj(X) ≥ 0
para cualquier x ∈ R3+, xj = 0. Entonces para cada x0 ∈ R3+, existe una u´nica solucio´n
de X ′ = F (X) con X(0) = X0 en R
3 donde esta definidida en algu´n intervalo (0, b] con
b ∈ (0,∞] .
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CAPITULO 3: Metodolog´ıa
Las enfermedades infecciosas se presentan en una poblacio´n, de diferentes formas: a nivel
ende´mico, en el que la enfermedad se mantiene en un nivel bajo; epide´mico, en el cual la
enfermedad se presenta mediante fuertes brotes seguidos de su desaparicio´n. Los modelos
matema´ticos epidemiolo´gicos permiten realizar ana´lisis ma´s detallados que el que se puede
hacer a partir de solo los datos.
Aun cuando los modelos sean simples, son u´tiles para interpretar los datos de las enfer-
medades infecciosas. Por ejemplo, es posible realizar predicciones de casos. Tambie´n es
posible evaluar escenarios con diferentes acciones que se implementen para contener la epi-
demia. Los primeros avances en este tema fueron desarrollados por Sir Ronald Ross, quie´n
demostro´, a partir de un modelo matema´tico, que la epidemia siempre termina antes de
contagiar a toda la poblacio´n susceptible.
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CAPITULO 4: Resultados y Discusio´n
4.1: Ana´lisis, interpretacio´n y discusio´n de los resultados













SI − (γ + µ)I
dR
dt
= γI − µR
Para´metros:
β: es la tasa de infeccio´n
γ: es la tasa de recuperacio´n
µ: es la tasa de recie´n nacidos susceptible






Hallando los puntos de equilibrio en donde no hay variacio´n en la poblacio´n:











SI − (γ + µ)I = 0 (2)
dR
dt




SI − (γ + µ)I = 0⇒ I( β
N
S − (γ + µ)) = 0
Obtenemos:




S − (γ + µ) = 0⇒ S2 = (γ + µ)N
β
(5)






+µ(N − S) = 0
µ(N − S) = 0;µ > 0




−µR = 0µR = 0
⇒ R1 = 0 (7)
Por lo tanto, tenemos el Primer Punto de Equilibrio:
∴ (S1, I1, R1) = (N, 0, 0)
Para que exista el Primer punto de equilibrio (S1, I1, R1) debera´ cumplir:
Primera Condicio´n. N > 0 para que exista una poblacio´n sin infectados. Es decir,
no existe la enfermedad.












I + µ(N − (γ + µ)N
β
) = 0
⇒ I2 = µ
β(γ + µ)
(βN −N(γ + µ)) (8)
Reemplazamos (8) en (3):




(βN −N(γ + µ))− µR = 0
⇒ R2 = γ
β(γ + µ)
(βN −N(γ + µ)) (9)
Por lo tanto, El Segundo Punto de Equilibrio es:






(βN −N(γ + µ)), γ
β(γ + µ)
(βN −N(γ + µ)))
Para la existencia del Segundo Punto de Equilibrio debera´ cumplir I2 y R2 la siguiente
condicio´n:
Segunda Condicio´n. βN −N(γ + µ) > 0⇒ (N) > 0⇒ R0 = β
(γ + µ)
> 1 Lo que nos




SI + µ(N − S) = 0








SI − (γ + µ)I = 0





(βN −N(γ + µ)) (12)
De (12): I3 =
µ
β(γ + µ)
(βN −N(γ + µ))
* Reemplazamos en (3):




(βN −N(γ + µ)) (13)
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∴ (S3, I3, R3) = (S2, I2, R2)
De (11): I4 = 0
Reemplazando en (2) y (3):
R4 = 0 (15)
Y
S4 = N (16)
Por lo tanto
∴ (S4, I4, R4) = (S1, I1, R1)
De (3):










* Reemplazamos (17) en (1):
− β
N











SI − (γ + µ)I = 0















Nγ(β − (γ + µ))
β(γ + µ)
(22)









µN(β − (γ + µ))
β(γ + µ)
(23)
Por lo tanto, El Quinto Punto de Equilibrio es:
∴ (S5, I5, R5) = (S2, I2, R2)
Finalmente, obtenemos dos puntos de equilibrio que analizaremos en la estabilidad.
• Estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema
Usando el metodo de Linealizacio´n Jacobiana.
Tenemos definido a F (S, I, R) como:
F (S, I, R) = (F1(S, I, R), F2(S, I, R), F3(S, I, R))
F (S, I, R) = (− β
N
SI + µ(N − S), β
N
SI − (γ + µ)I, γI − µR)

















La estabilidad para cada punto de equilibrio es analizado de la siguiente manera:
• Para E1(S1, I1, R1) = (N, 0, 0)













−µ− λ −β 0
0 β − (γ + µ)− λ 0
0 γ −µ− λ

 = 0
Obtenemos: det[A-λI] = (λ+ µ)2(β − (γ + µ)− λ) = 0
Entonces los autovalores: Entonces los autovalores:
* λ1 = −µ < 0 ( Multiplicidad 2)
* Si λ2 = β − (γ + µ) < 0⇒ β
(γ + µ)
< 1 Con λ1 < 0 y λ2 < 0 El Punto es estable y la
enfermedad no va a persistir.
* Si λ2 = β − (γ + µ) > 0 ⇒ β
(γ + µ)
> 1 Con λ1 < 0 y λ2 > 0 El Punto es inestable y
la enfermedad se propaga.







(βN −N(γ + µ)), γ
β(γ + µ)
(βN −N(γ + µ)))
A = J(S2, I2, R2) =


−µ(β − (γ + µ))
(γ + µ)
−(γ + µ) 0










−µ(β − (γ + µ))
(γ + µ)
− λ −(γ + µ) 0
µ(β − (γ + µ))
(γ + µ)
−λ 0






det[A-λI] = (λ+ µ)(λ2 + λ (

























∆ > 0 ⇒ λ2 < 0 ...(i)
∆ < 0 ⇒ Reλ2 < 0 ...(ii)
∆ = 0 ⇒ λ2 < 0 ...(iii)
En (i) ∆ > 0, y reemplazando b y c:
(
µ(β − (γ + µ))
(γ + µ)










µ(β − (γ + µ))
(γ + µ)
)− 4(γ + µ)) > 0
Debera´ cumplir si:
⇒ ((µ(β − (γ + µ))
(γ + µ)
)− 4(γ + µ)) > 0
⇒ (µ(β − (γ + µ))
(γ + µ)
) > 4(γ + µ)
⇒ (µ(β − (γ + µ))
(γ + µ)2
) > 4
Por lo tanto, por la Condicio´n 2 dada es > 0
⇒ λ2 < 0
En (ii) ∆ < 0:
Por lo tanto, la parte Re(λ2) < 0
⇒ λ2 < 0
En (iii)∆ = 0:
Por lo tanto, ∆ = 0









∆ > 0 ⇒ λ3 > 0; λ3 < 0 ...(j)
∆ < 0 ⇒ Reλ3 < 0 ...(jj)
∆ = 0 ⇒ λ3 < 0 ...(jjj)






⇒ −b > √b2 − 4ac
⇒ √b2 − 4ac > b
⇒ b2 − 4ac > b2
⇒ −4ac > 0
⇒ 4ac < 0
Reemplazando a y c:





(β − (γ + µ)) < 0
⇒ β − (γ + µ) < 0




Dado λ1 < 0, λ2 < 0, λ3 > 0






⇒ −b > √b2 − 4ac
⇒ √b2 − 4ac < b
⇒ b2 − 4ac < b2
⇒ −4ac < 0
⇒ 4ac > 0
Reemplazando a y c:





(β − (γ + µ)) > 0
⇒ β − (γ + µ) > 0




Dado λ1 < 0, λ2 < 0, λ3 < 0.
∴ El Punto es Estable y se produce la infeccio´n.
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En (jj) ∆ < 0:
Por lo tanto, la parte Re(λ3) < 0
⇒ λ3 < 0
Dado λ1 < 0, λ2 < 0, λ3 < 0.
∴ El Punto es Estable y se produce la infeccio´n.
En (jjj) ∆ = 0:
Por lo tanto, ∆ = 0
⇒ λ3 < 0
Dado λ1 < 0, λ2 < 0, λ3 < 0.
∴ El Punto es Estable y se produce la infeccio´n.
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4.2: Presentacio´n de resultados
Simulacio´n Computacional
La simulacio´n computacional permitira´ encontrar y analizar la solucio´n del modelo matema´tico
de acuerdo a las condiciones iniciales que se introduzca, como el modelo matema´tico es un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, utilizaremos los Me´todos nume´ricos para en-
contrar una solucio´n aproximada que tenga el menor error posible.
Utilizaremos el me´todo de aproximacio´n de Runge Kutta para Sistemas de Ecuaciones Difer-
enciales Ordinarias de orden tres el cual se implementara´ en Matlab.













SI − (γ + µ)I
dR
dt
= γI − µR
Para´metros:
β: es la tasa de infeccio´n
γ: es la tasa de recuperacio´n
µ: es la tasa de recie´n nacidos susceptible




La simulacio´n del tiempo dependiente del modelo SIR. Con una poblacio´n N = 100, y




µ: y−1; y−1: representa 1/y que es 1 sobre an˜o.
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Conclusiones
- Se han obtenido de las simulaciones y resultados cualitativos que en la poblacio´n de
Susceptibles tiende a aumentar rapidamente para esta enfermedad; Los infectados
tienden a decaer si bien tienden a recuperarse, en el peor de los casos tambie´n pueden
tender a perecer; en los Recuperados, tienden a aumentar ligeramente pero luego su
deceso es inminente, vuelven a ser susceptibles o tambien en el peor de los casos tienden
a perecer. En este caso, la enfermedad es endemica.
- Finalmente, Siendo Capaz de poder predecir el futuro del dengue es un objetivo para
poder entender los efectos de las medidas de control; y tambien saber que es importante
mantener una poblacio´n alerta ante esta enfermedad con diversas maneras preventivas
y poder evitar tragedias de pe´rdidas humanas a corto y largo plazo.
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Anexos - Programa en Matlab
Runge−Kutta
functionpushbutton1Callback(hObject, eventdata, handles)
f1 = get(handles.edit1,′ string′);
f2 = get(handles.edit2,′ string′);
f3 = get(handles.edit3,′ string′);
f = inline(f1,′ x′,′ S ′,′ I ′,′R′);
g = inline(f2,′ x′,′ S ′,′ I ′,′R′);
p = inline(f3,′ x′,′ S ′,′ I ′,′R′);
x0 = str2double(get(handles.edit4,′ string′));
y10 = str2double(get(handles.edit5,′ string′));
y20 = str2double(get(handles.edit6,′ string′));
y30 = str2double(get(handles.edit7,′ string′));
xx = str2double(get(handles.edit8,′ string′));
h = str2double(get(handles.edit9,′ string′));
n = (xx− x0)/h;
q = zeros(1, n);
d1 = zeros(1, n);
d2 = zeros(1, n);
d3 = zeros(1, n);
i = 0;
x = x0;w1 = y10;w2 = y20;w3 = y30;
fori = 1 : n
k11 = h ∗ f(x, w1, w2, w3);
k12 = h ∗ f(x+ h/2, w1 + k11/2, w2 + k11/2, w3 + k11/2);
k13 = h ∗ f(x+ h/2, w1 + k12/2, w2 + k12/2, w3 + k12/2);
k14 = h ∗ f(x+ h, w1 + k13, w2 + k13, w3 + k13);
k21 = h ∗ g(x, w1, w2, w3);
k22 = h ∗ g(x+ h/2, w1 + k21/2, w2 + k21/2, w3 + k21/2);
k23 = h ∗ g(x+ h/2, w1 + k22/2, w2 + k22/2, w3 + k22/2);
k24 = h ∗ g(x+ h, w1 + k23, w2 + k23, w3 + k23);
k31 = h ∗ p(x, w1, w2, w3);
k32 = h ∗ p(x+ h/2, w1 + k31/2, w2 + k31/2, w3 + k31/2);
k33 = h ∗ p(x+ h/2, w1 + k32/2, w2 + k32/2, w3 + k32/2);
k34 = h ∗ p(x+ h, w1 + k33, w2 + k33, w3 + k33);
w1 = w1 + (k11 + 2 ∗ k12 + 2 ∗ k13 + k14)/6;
w2 = w2 + (k21 + 2 ∗ k22 + 2 ∗ k23 + k24)/6;
w3 = w3 + (k31 + 2 ∗ k32 + 2 ∗ k33 + k34)/6;
x = x0 + i ∗ h;
q(1, i) = x;
d1(1, i) = w1;
d2(1, i) = w2;







h2 = subplot(2, 2, 1,′ Parent′, handles.uipanel1);
plot(h2, q, d1,′ b′);
grid;
xlabel(′T iempo′);
ylabel(′Susceptibles′);
subplot(2, 2, 2);
plot(q, d2,′ g′);
grid;
xlabel(′T iempo′);
ylabel(′Infectados′);
subplot(2, 2, 3);
grid;
plot(q, d3,′ r′);
xlabel(′T iempo′);
ylabel(′Recuperados′);
grid;
subplot(2, 2, 4);
plot(q, d1,′ b′);
holdon;
plot(q, d2,′ g′);
plot(q, d3,′ r′);
xlabel(′T iempo′);
ylabel(′SIR′);
grid;
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